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راز  
محمود داورزني، تينا اسدي، مبينا صفري

راز  
سهم هركدام از اين

تقسيم كي عدد به‌عنوان كي رمز بين چند نفر، »تسهيم راز« ناميده مي‌شود. هدف از كي طرح تسهيم راز آستانه‌اي اين استك ه 
برايك شف رمز، حداقل K نفر نياز باشند و اگرك متر از اين تعداد حضور داشته باشند، ازك نار هم قرار دادن سهم‌هاي خود، هيچ‌گونه 
 t ،... ،3 ،2 اطلاعاتي دربار ةرمز به‌دست نياورند. در اين مقاله، طرح‌هاي تسهيم رازي را بررسي مي‌كنيمك هك شف رمز نيازمند حداقل
نفر اســت و این کار را به کمک چندجمله‌اي‌ها  درجة 1، 2 و t -1 انجام مي‌دهيم. در پايان بهك م كي كرابطه، تسهيم راز آستانه‌اي را 
براي هر عدد دلخواه K تعميم مي‌دهيم. نمودار توابعيك ه شامل اين چندجمله‌اي‌هاست، شامل خط راست، سهمي و تابع درجة سوم 

مي‌شودك ه با مطالب درسي پايه‌هاي نهم تا دوازدهم تطبيق دارد و مي‌تواند به‌عنوانك اربرد اين نمودارها بيان شود.

چکیده

 کلید واژه‌ها:   تسهيم راز، توابع چندجمله‌اي، طرح آستانه‌اي، درون‌يابي لاگرانژ                                                                      

مقدمه
تسهيم راز كه »تقسيم راز« نيز ناميده مي‌شود، روشي براي توزيع 
كي رمز بين چند نفر اســت، به‌طوري كه تعداد اعضاي مشخصي با 
كنار هم قرار دادن ســهم‌هاي خود، بتوانند رمز را كشف كنند و اگر 
از تعداد مشــخصي، افراد كمتري سهم‌هاي خود را كنار كيديگر قرار 
دهند، رمز قابل شناســايي نباشــد و البته هيچ اطلاعاتي نيز دربارة 
رمز نتواند كســب كنند. مثال زير براي روشــن شدن مطلب بسيار 
مفيد است. فرض كنيد رمز كي گاوصندوق، عددي پنج‌رقمي، مانند 
73094 اســت. اگر هر رقم را به همراه شــمارة جايــگاه آن )كيان، 
دهــگان و ...( به كي نفر بدهيم، واضح اســت كه با حضور پنج نفر، 
رمز گاوصندوق قابل شناسايي است. حال اگر چهار نفر حضور داشته 
73 كنار كيديگر قرار دهند،  94� باشــند و سهم‌هاي خود را به شكل 
اگرچه رمز شناسايي نشده اســت، ولي با امتحان كردن 10 رقم )0، 
1، 2، ...، 9( مي‌توان رمز را كشــف كــرد. در اين مثال با حضور پنج 
نفر، رمز معلوم اســت و با حضور تعداد كمتري از اعضا هم رمز قابل 
شناســايي است. اما هر قدر افراد بيشتري حضور داشته باشند، زمان 

كمتري براي كشف رمز نياز خواهد بود.

تســهيم راز چيزي فراتر از مثال بالاست. به عنوان نمونه، در كي 
طرح تســهيم راز كه با حضور پنج نفر، رمز قابل شناســايي است، با 
حضــور تعداد كمتري از پنج نفر، هيچ اطلاعاتي دربارة رمز نمي‌توان 
كسب كرد  و در حقيقت مانند آن است كه هيچ كدام از اعضا، سهم 
خود را به مشاركت قرار نداده است. ايدة چنين طرح‌هاي تسهيم راز 
در سال 1979 توسط ادي شمير1 و جورج بلاكلي2  به‌طور مستقل 

بنيان گذاشته شد و تا به امروز اين ايده گسترش يافته است.

طرح‌هاي تسهيم راز آستانه‌اي

در كي طرح تسهيم راز، رمزي بين n نفر توزيع مي‌شود. با حضور 
حداقل t نفر از اعضا، رمز قابل شناسايي است و اگر تعداد افراد حاضر 
كمتر از t نفر باشــد، هيچ اطلاعي دربارة رمز كسب نخواهند كرد. به 
چنين طرح‌هايي، طرح‌هاي تسهيم راز آستانه‌اي )t,n( گفته مي‌شود. 
در اين مقاله، طرح‌هاي تســهيم راز آستانه‌اي )n( ،)2,n,3( و )t,n( را 
t است، بررسي ميك‌نيم. در كي طرح آستانه‌اي، به  ≥ 4 كه در آن‌ها 
هــر كي از افراد، كي زوج مرتب يا نقطه اختصاص ميي‌ابد كه در آن 
مؤلفة اول، همان شمارة فرد و مؤلفة دوم، عدد مختص آن فرد است.

راز  
دبیرستان فرزانگان حضرت زینب )س( دوره دوم، شهرری
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سهم هركدام از اين
)2,n( 1. طرح آستانه‌اي

در كي طرح آستانه‌اي )n,2(، كي رمز بين ‌n نفر تقسيم مي‌شود، 
به‌طوري كه هيچ كس به تنهايي نتواند آن رمز را به‌دست آورد و اگر 
دو نفر يا بيشتر، سهم‌هاي خود را با هم به اشتراك بگذارند، مي‌توانند 
رمز را پيدا كنند. فرض كنيم: n=3 و به نفرات اول تا سوم نقاط زير را 

به‌عنوان سهم آن‌ها اختصاص مي‌دهيم:
)1,994( ,)2,964( ,)3,934(
اكنون اگر هر نفر ســهم خود را كه كي نقطه است، با سهم فرد 
ديگــري كنار كيديگر قرار دهند، مي‌توانند معادلة خط گذرنده از آن 
نقاط را بنويســند. به‌عنوان نمونه، خطي كه از ســهم نفر اول و دوم 

مي‌گذرد، عبارت‌ است از:
y (x ) y x-

- = - ⇒ = - +
-

994 964994 1 30 1024
1 2

به همين شــكل، معادلة خط‌هايي كه از سهم نفر دوم و سوم و 
همچنين سهم نفر اول و سوم مي‌گذرد، عبارت‌اند از:

y (x ) y x

y (x ) y x

-
- = - ⇒ = - +

-
-

- = - ⇒ = - +
-

994 934994 1 30 1024
1 3

964 934964 2 30 1024
2 3

بنابراين هر دو نفر كه با كيديگر مشــاركت كنند، به معادلة خط 
y خواهند رســيد. اكنون اگر رمــز را مقدار ثابت  x= - +30 1024

معادلــة خط، يعنــي 1024 در نظر بگيريم و تمــام اعضا نيز از قبل 
بدانند كه رمز تقسيم شده، مقدار ثابت معادلة خط است، طبق بحث 

انجام شده، هر دو نفري قادر به دستيابي به اين عدد خواهند بود.
از ديد هندســي، اين روش تقسيم‌ رمز بسيار واضح است. فرض 
كنيد عرض از مبدأ كي خط را به‌عنوان رمز انتخاب كرده‌ايم و به هر 
نفر، كي نقطة از اين خط را داده‌ايم. روشــن است كه براي دستيابي 
به معادلة خط، دو نقطة آن نياز است و اگر تنها كي نقطه از اين خط 
را داشته باشيم، با توجه به اينكه بي‌نهايت خط از اين نقطه مي‌گذرد، 
هيچ اطلاعي نســبت به خط مورد بحث نخواهيم داشت. در حقيقت، 

وجود يا نبود كي نقطه به تنهايي هيچ تأثيري در كشف رمز ندارد.

)3,n( 2. طرح آستانه‌اي
در كي طرح آستانه‌اي )n,3(، كي رمز بين n نفر تقسيم مي‌شود، 
به‌طوري كه براي كشف رمز، مشاركت حداقل سه نفر ضروري است. 
در ايــن طرح، رمز مورد نظر را مقدار ثابت ســهمي، يعني عدد c در 
y انتخاب ميك‌نيم و به هر فرد نقطه‌اي از  ax bx c= + +2 معادلة 
اين ســهمي را به‌عنوان سهم اختصاص مي‌دهيم. به‌عنوان نمونه، اگر 
y را كه ضرايب x و  x x= - +22 3 15 رمز عدد 15 باشــد، سهمي 

x2 آن به‌طور تصادفي انتخاب شــده‌اند، انتخاب ميك‌نيم و به هر فرد 

نقطه‌اي از اين ســهمي را به‌عنوان سهم آن فرد اختصاص مي‌دهيم، 
به‌طوري كه مؤلفة اول نقطه‌هاي تخصيص داده شده، شمارة فرد مورد 
نظر است. به‌عنوان نمونه، اگر داشته باشيم: n=4، سهم اين چهار نفر 

عبارت‌اند از:
)1,14( ,)2,17( ,)3,24( ,)4,35(

اكنــون فرض كنيد ســه نفر اول ســهم خود را به مشــاركت 
 y ax bx c= + +2 مي‌گذارند. بــراي اين كار هر نقطه را در معادلة 
قــرار مي‌دهيم و با كنار كيديگر قرار دادن معادله‌هاي حاصل شــده، 

دستگاه زير به‌وجود مي‌آيد:

a b c
a b c
a b c

+ + =
 + + =
 + + =

14
4 2 17
9 3 24

براي حل اين دستگاه، مقدار c را از معادلة اول به‌دست مي‌آوريم:

a b c c a b+ + = ⇒ = - -14 14

و اين مقدار را به جاي c در معادله‌هاي دوم و ســوم دستگاه بالا 
قرار داده و دستگاه حاصل را حل ميك‌نيم:

a b c a b ( a b)
a b c a b ( a b)

a b
a ,b

a b

+ + = + + - - = 
⇒ ⇒ + + = + + - - = 

+ =
⇒ = = - + =

4 2 17 4 2 14 17
9 3 24 9 3 14 24
3 3

2 3
8 2 10

a b c a b ( a b)
a b c a b ( a b)

a b
a ,b

a b

+ + = + + - - = 
⇒ ⇒ + + = + + - - = 

+ =
⇒ = = - + =

4 2 17 4 2 14 17
9 3 24 9 3 14 24
3 3

2 3
8 2 10

پس مقدار c نيز به شكل زير به‌‌دست مي‌آيد:

c a b c= - - ⇒ = - + =14 14 2 3 15

y و در نتيجه  x x= - +22 3 15 بنابراين معادلة سهمي مي‌شود: 
.)c=15( عدد رمز 15 است

هر ســه نفر ديگر از اين چهار نفر نيز مي‌توانند سهم‌هاي خود را 
به اشتراك بگذارند و مقدار رمز را كشف كنند. نكته‌اي كه بايد به آن 
، سه مجهول  y ax bx c= + +2 دقت داشت اين است كه در معادلة 
b، a و c وجود دارد و بايد حداقل سه نقطه از سهمي مشخص باشد تا 
بتوان در كي دستگاه سه معادله و سه مجهول،  b، a و c را پيدا كرد. 
با توجه به اينكه در كي طرح آستانه‌اي )n,3(، حضور حداقل سه نفر 
ضروري است، بنابراين تعداد گروه‌هاي با كمترين عضو كه مي‌توانند 

رمز را كشف كنند، عبارت است از:

n n! n(n )(n )
! (n )!

  - -
= =  × - 

1 2
3 3 3 6
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3. فرمول درون‌يابي لاگرانژ
نقاط زير را در صفحه در نظر بگيريد:

(x , y ), (x , y ), (x , y )1 1 2 2 3 3

x(P( كه از ايــن نقطه‌ها عبور ميك‌نــد، عبارت   چندجملــه‌اي
است از:

(x x )(x x ) (x x )(x x )
P(x) y y

(x x )(x x ) (x x )(x x )
(x x )(x x )

y
(x x )(x x )

- - - -
= + +

- - - -

- -
- -

1
2 3 1 3

2
1 2 1 3 2 1 2 3

1 2
3

3 1 3 2
(x x )(x x ) (x x )(x x )

P(x) y y
(x x )(x x ) (x x )(x x )

(x x )(x x )
y

(x x )(x x )

- - - -
= + +

- - - -

- -
- -

1
2 3 1 3

2
1 2 1 3 2 1 2 3

1 2
3

3 1 3 2

(x x )(x x ) (x x )(x x )
P(x) y y

(x x )(x x ) (x x )(x x )
(x x )(x x )

y
(x x )(x x )

- - - -
= + +

- - - -

- -
- -

1
2 3 1 3

2
1 2 1 3 2 1 2 3

1 2
3

3 1 3 2

(x x )(x x ) (x x )(x x )
P(x) y y

(x x )(x x ) (x x )(x x )
(x x )(x x )

y
(x x )(x x )

- - - -
= + +

- - - -

- -
- -

1
2 3 1 3

2
1 2 1 3 2 1 2 3

1 2
3

3 1 3 2
اين رابطه به »فرمول دروني‌ابي لاگرانژ« معروف است.

براي مثــال، چندجمله‌اي كه از نقطه‌هــاي )1،14(، )2،17( و 
)3،24( مي‌گذرد، عبارت است از:

(x )(x ) (x )(x )P(x)
( )( ) ( )( )

(x )(x )
( )( )

(x x ) (x x ) (x x )

x x x x x x

x x

- - - -
= × + ×

- - - -
- -

+ ×
- -

= - + - - + + - +

= - + - + - + - +

= - +

2 2 2

2 2 2

2

2 3 1 314
1 2 1 3 2 1 2 3
1 217 24

3 1 3 2
7 5 6 17 4 3 12 3 2
7 35 42 17 68 51 12 36 24
2 3 15

(x )(x ) (x )(x )P(x)
( )( ) ( )( )

(x )(x )
( )( )

(x x ) (x x ) (x x )

x x x x x x

x x

- - - -
= × + ×

- - - -
- -

+ ×
- -

= - + - - + + - +

= - + - + - + - +

= - +

2 2 2

2 2 2

2

2 3 1 314
1 2 1 3 2 1 2 3
1 217 24

3 1 3 2
7 5 6 17 4 3 12 3 2
7 35 42 17 68 51 12 36 24
2 3 15

(x )(x ) (x )(x )P(x)
( )( ) ( )( )

(x )(x )
( )( )

(x x ) (x x ) (x x )

x x x x x x

x x

- - - -
= × + ×

- - - -
- -

+ ×
- -

= - + - - + + - +

= - + - + - + - +

= - +

2 2 2

2 2 2

2

2 3 1 314
1 2 1 3 2 1 2 3
1 217 24

3 1 3 2
7 5 6 17 4 3 12 3 2
7 35 42 17 68 51 12 36 24
2 3 15

(x )(x ) (x )(x )P(x)
( )( ) ( )( )

(x )(x )
( )( )

(x x ) (x x ) (x x )

x x x x x x

x x

- - - -
= × + ×

- - - -
- -

+ ×
- -

= - + - - + + - +

= - + - + - + - +

= - +

2 2 2

2 2 2

2

2 3 1 314
1 2 1 3 2 1 2 3
1 217 24

3 1 3 2
7 5 6 17 4 3 12 3 2
7 35 42 17 68 51 12 36 24
2 3 15

(x )(x ) (x )(x )P(x)
( )( ) ( )( )

(x )(x )
( )( )

(x x ) (x x ) (x x )

x x x x x x

x x

- - - -
= × + ×

- - - -
- -

+ ×
- -

= - + - - + + - +

= - + - + - + - +

= - +

2 2 2

2 2 2

2

2 3 1 314
1 2 1 3 2 1 2 3
1 217 24

3 1 3 2
7 5 6 17 4 3 12 3 2
7 35 42 17 68 51 12 36 24
2 3 15

بنابراين با وجود ســه نقطــه، چندجمله‌اي كــه از اين نقطه‌ها 
مي‌گذرد، از درجة دوم است.

در حالت كلي، اگر t نقطه به شكل زير داشته باشيم:

t t(x , y ), (x , y ), (x , y ),...., (x , y )1 1 2 2 3 3

طبــق فرمول دروني‌ابي لاگرانژ، چندجمله‌اي از درجة t-1 كه از 
اين نقطه‌ها عبور ميك‌ند، عبارت‌است از:

t

t

t

t

t

t t t t

(x x )(x x )...(x x )
P(x) y

(x x )(x x )...(x x )
(x x )(x x )...(x x )

y
(x x )(x x )...(x x )

(x x )(x x )...(x x )
... y

(x x )(x x )....(x x )
-

-

- - -
=

- - -

- - -
+

- - -

- - -
+ +

- - -

2 3
1

1 2 1 3 1

1 3
2

2 1 2 3 2

1 3 1

1 3 1

t

t

t

t

t

t t t t

(x x )(x x )...(x x )
P(x) y

(x x )(x x )...(x x )
(x x )(x x )...(x x )

y
(x x )(x x )...(x x )

(x x )(x x )...(x x )
... y

(x x )(x x )....(x x )
-

-

- - -
=

- - -

- - -
+

- - -

- - -
+ +

- - -

2 3
1

1 2 1 3 1

1 3
2

2 1 2 3 2

1 3 1

1 3 1

t

t

t

t

t

t t t t

(x x )(x x )...(x x )
P(x) y

(x x )(x x )...(x x )
(x x )(x x )...(x x )

y
(x x )(x x )...(x x )

(x x )(x x )...(x x )
... y

(x x )(x x )....(x x )
-

-

- - -
=

- - -

- - -
+

- - -

- - -
+ +

- - -

2 3
1

1 2 1 3 1

1 3
2

2 1 2 3 2

1 3 1

1 3 1

)t,n( 4. طرح آستانه‌اي
 در كي طرح تســهيم راز آســتانه‌اي )t,n(، بايد كي رمز را بين

n نفــر توزيع كرد، به‌طوري كــه با حضور حداقل t نفــر، رمز قابل 
دســتيابي باشــد. براي اين كار، رمز را مقدار a0 در چندجمله‌اي زير 

انتخاب ميك‌نيم:
t t

t tP(x) a x a x ..... a x a- -
- -= + + + +1 2
1 2 1 0

,i) است. اكنون اگر t نفر از  P(i)) و ســهم فرد با شمارة i، نقطة 
n نفر، سهم‌هاي خود را به مشاركت بگذارند، طبق فرمول دروني‌ابي 
P(x) از  لاگرانژ كه در بند 3 همين مقاله ‌آمده اســت، چندجمله‌اي
 ،a0 نوشــته شــده و از آن مقدار ثابت چندجمله‌اي، يعني t -‌1 درجة

مشخص مي‌شود.
با توجه به اينكه در كي طرح آستانه‌اي )t,n(، حضور حداقل t نفر 
ضروري است، بنابراين تعداد گروه‌هاي با كمترين عضو كه مي‌توانند 

رمز را كشف كنند، عبارت است از:
n n!
t t! (n t)!

 
=  × - 

نتيجه‌گيري

، به‌عنوان كي چندجمله‌اي  y ax b= + هر خط به معادلة 
 y ax bx c= + +2 درجة كي، با دو نقطه، هر سهمي به معادلة 
به‌عنوان كي چندجمله‌اي درجة دو، با ســه نقطه و به همين 
ترتيب، هــر چندجملــه‌اي از درجة t، بــا )t-1( نقطه از آن 
قابل دســتيابي است. اين ويژگي ســاده، پايه و اساس كيي از 
بخش‌هاي مهم رمز با عنوان تســهيم راز است. در اين مقاله، 
طرح‌هاي آســتانه‌اي تسهيم راز به شــكل )t,n( به‌طور كامل 
 t=2 و t=1 بررسي شــدند. در حالت‌هاي ابتدايي اين طرح كه
است، خط و سهمي به ترتيب اساس كار هستند و اين مطالب 
نيز تا پاية دهم به‌طور كامل در كتاب‌هاي درسي آموزش داده 
شده‌اند. هر دانش‌آموز مي‌تواند با مطالعة طرح‌هاي تسهيم راز 

بيان شده، به اهميت مطالب درسي در سطح عالي پي ببرد.

......................................................................................... پی‌نوشت‌ها   
1. Adi Shamir
2. George Blakley
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