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مقدمه
تسهیم راز که »تقسیم راز« نیز نامیده مي شود، روشي براي توزیع 
یک رمز بین چند نفر اســت، به طوري که تعداد اعضاي مشخصي با 
کنار هم قرار دادن ســهم هاي خود، بتوانند رمز را کشف کنند و اگر 
از تعداد مشــخصي، افراد کمتري سهم هاي خود را کنار یکدیگر قرار 
دهند، رمز قابل شناســایي نباشــد و البته هیچ اطلاعاتي نیز دربارة 
رمز نتواند کســب کنند. مثال زیر براي روشــن شدن مطلب بسیار 
مفید است. فرض کنید رمز یک گاوصندوق، عددي پنج رقمي، مانند 
73094 اســت. اگر هر رقم را به همراه شــمارة جایــگاه آن )یکان، 
دهــگان و ...( به یک نفر بدهیم، واضح اســت که با حضور پنج نفر، 
رمز گاوصندوق قابل شناسایي است. حال اگر چهار نفر حضور داشته 
73 کنار یکدیگر قرار دهند،  94� باشــند و سهم هاي خود را به شکل 
اگرچه رمز شناسایي نشده اســت، ولي با امتحان کردن 10 رقم )0، 
1، 2، ...، 9( مي توان رمز را کشــف کــرد. در این مثال با حضور پنج 
نفر، رمز معلوم اســت و با حضور تعداد کمتري از اعضا هم رمز قابل 
شناســایي است. اما هر قدر افراد بیشتري حضور داشته باشند، زمان 

کمتري براي کشف رمز نیاز خواهد بود.

تســهیم راز چیزي فراتر از مثال بالاست. به عنوان نمونه، در یک 
طرح تســهیم راز که با حضور پنج نفر، رمز قابل شناســایي است، با 
حضــور تعداد کمتري از پنج نفر، هیچ اطلاعاتي دربارة رمز نمي توان 
کسب کرد  و در حقیقت مانند آن است که هیچ کدام از اعضا، سهم 
خود را به مشارکت قرار نداده است. ایدة چنین طرح هاي تسهیم راز 
در سال 1979 توسطاديشمیر1 و جورجبلاکلي2  به طور مستقل 

بنیان گذاشته شد و تا به امروز این ایده گسترش یافته است.

طرح هاي تسهيم راز آستانه اي

در یک طرح تسهیم راز، رمزي بین n نفر توزیع مي شود. با حضور 
حداقل t نفر از اعضا، رمز قابل شناسایي است و اگر تعداد افراد حاضر 
کمتر از t نفر باشــد، هیچ اطلاعي دربارة رمز کسب نخواهند کرد. به 
چنین طرح هایي، طرح هاي تسهیم راز آستانه اي )t,n( گفته مي شود. 
در این مقاله، طرح هاي تســهیم راز آستانه اي )n( ،)2,n,3( و )t,n( را 
t است، بررسي مي کنیم. در یک طرح آستانه اي، به  ≥ 4 که در آن ها 
هــر یک از افراد، یک زوج مرتب یا نقطه اختصاص مي یابد که در آن 
مؤلفة اول، همان شمارة فرد و مؤلفة دوم، عدد مختص آن فرد است.

راز  
دبیرستان فرزانگان حضرت زینب )س( دوره دوم، شهرری
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سهم هركدام از اين
)2,n(1. طرحآستانهاي

در یک طرح آستانه اي )n,2(، یک رمز بین  n نفر تقسیم مي شود، 
به طوري که هیچ کس به تنهایي نتواند آن رمز را به دست آورد و اگر 
دو نفر یا بیشتر، سهم هاي خود را با هم به اشتراک بگذارند، مي توانند 
رمز را پیدا کنند. فرض کنیم: n=3 و به نفرات اول تا سوم نقاط زیر را 

به عنوان سهم آن ها اختصاص مي دهیم:
)1,994( ,)2,964( ,)3,934(
اکنون اگر هر نفر ســهم خود را که یک نقطه است، با سهم فرد 
دیگــري کنار یکدیگر قرار دهند، مي توانند معادلة خط گذرنده از آن 
نقاط را بنویســند. به عنوان نمونه، خطي که از ســهم نفر اول و دوم 

مي گذرد، عبارت  است از:
y (x ) y x-

- = - ⇒ = - +
-

994 964994 1 30 1024
1 2

به همین شــکل، معادلة خط هایي که از سهم نفر دوم و سوم و 
همچنین سهم نفر اول و سوم مي گذرد، عبارت اند از:

y (x ) y x

y (x ) y x

-
- = - ⇒ = - +

-
-

- = - ⇒ = - +
-

994 934994 1 30 1024
1 3

964 934964 2 30 1024
2 3

بنابراین هر دو نفر که با یکدیگر مشــارکت کنند، به معادلة خط 
y خواهند رســید. اکنون اگر رمــز را مقدار ثابت  x= - +30 1024

معادلــة خط، یعنــي 1024 در نظر بگیریم و تمــام اعضا نیز از قبل 
بدانند که رمز تقسیم شده، مقدار ثابت معادلة خط است، طبق بحث 

انجام شده، هر دو نفري قادر به دستیابي به این عدد خواهند بود.
از دید هندســي، این روش تقسیم  رمز بسیار واضح است. فرض 
کنید عرض از مبدأ یک خط را به عنوان رمز انتخاب کرده ایم و به هر 
نفر، یک نقطة از این خط را داده ایم. روشــن است که براي دستیابي 
به معادلة خط، دو نقطة آن نیاز است و اگر تنها یک نقطه از این خط 
را داشته باشیم، با توجه به اینکه بي نهایت خط از این نقطه مي گذرد، 
هیچ اطلاعي نســبت به خط مورد بحث نخواهیم داشت. در حقیقت، 

وجود یا نبود یک نقطه به تنهایي هیچ تأثیري در کشف رمز ندارد.

)3,n(2. طرحآستانهاي
در یک طرح آستانه اي )n,3(، یک رمز بین n نفر تقسیم مي شود، 
به طوري که براي کشف رمز، مشارکت حداقل سه نفر ضروري است. 
در ایــن طرح، رمز مورد نظر را مقدار ثابت ســهمي، یعني عدد c در 
y انتخاب مي کنیم و به هر فرد نقطه اي از  ax bx c= + +2 معادلة 
این ســهمي را به عنوان سهم اختصاص مي دهیم. به عنوان نمونه، اگر 
y را که ضرایب x و  x x= - +22 3 15 رمز عدد 15 باشــد، سهمي 

x2 آن به طور تصادفي انتخاب شــده اند، انتخاب مي کنیم و به هر فرد 

نقطه اي از این ســهمي را به عنوان سهم آن فرد اختصاص مي دهیم، 
به طوري که مؤلفة اول نقطه هاي تخصیص داده شده، شمارة فرد مورد 
نظر است. به عنوان نمونه، اگر داشته باشیم: n=4، سهم این چهار نفر 

عبارت اند از:
)1,14( ,)2,17( ,)3,24( ,)4,35(

اکنــون فرض کنید ســه نفر اول ســهم خود را به مشــارکت 
 y ax bx c= + +2 مي گذارند. بــراي این کار هر نقطه را در معادلة 
قــرار مي دهیم و با کنار یکدیگر قرار دادن معادله هاي حاصل شــده، 

دستگاه زیر به وجود مي آید:

a b c
a b c
a b c

+ + =
 + + =
 + + =

14
4 2 17
9 3 24

براي حل این دستگاه، مقدار c را از معادلة اول به دست مي آوریم:

a b c c a b+ + = ⇒ = - -14 14

و این مقدار را به جاي c در معادله هاي دوم و ســوم دستگاه بالا 
قرار داده و دستگاه حاصل را حل مي کنیم:

a b c a b ( a b)
a b c a b ( a b)

a b
a ,b

a b

+ + = + + - - = 
⇒ ⇒ + + = + + - - = 

+ =
⇒ = = - + =

4 2 17 4 2 14 17
9 3 24 9 3 14 24
3 3

2 3
8 2 10

a b c a b ( a b)
a b c a b ( a b)

a b
a ,b

a b

+ + = + + - - = 
⇒ ⇒ + + = + + - - = 

+ =
⇒ = = - + =

4 2 17 4 2 14 17
9 3 24 9 3 14 24
3 3

2 3
8 2 10

پس مقدار c نیز به شکل زیر به  دست مي آید:

c a b c= - - ⇒ = - + =14 14 2 3 15

y و در نتیجه  x x= - +22 3 15 بنابراین معادلة سهمي مي شود: 
.)c=15( عدد رمز 15 است

هر ســه نفر دیگر از این چهار نفر نیز مي توانند سهم هاي خود را 
به اشتراک بگذارند و مقدار رمز را کشف کنند. نکته اي که باید به آن 
، سه مجهول  y ax bx c= + +2 دقت داشت این است که در معادلة 
b، a و c وجود دارد و باید حداقل سه نقطه از سهمي مشخص باشد تا 
بتوان در یک دستگاه سه معادله و سه مجهول،  b، a و c را پیدا کرد. 
با توجه به اینکه در یک طرح آستانه اي )n,3(، حضور حداقل سه نفر 
ضروري است، بنابراین تعداد گروه هاي با کمترین عضو که مي توانند 

رمز را کشف کنند، عبارت است از:

n n! n(n )(n )
! (n )!

  - -
= =  × - 

1 2
3 3 3 6
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3. فرمولدرونیابيلاگرانژ
نقاط زیر را در صفحه در نظر بگیرید:

(x , y ), (x , y ), (x , y )1 1 2 2 3 3

x(P( که از ایــن نقطه ها عبور مي کنــد، عبارت   چندجملــه اي
است از:

(x x )(x x ) (x x )(x x )
P(x) y y

(x x )(x x ) (x x )(x x )
(x x )(x x )

y
(x x )(x x )

- - - -
= + +

- - - -

- -
- -

1
2 3 1 3

2
1 2 1 3 2 1 2 3

1 2
3

3 1 3 2
(x x )(x x ) (x x )(x x )

P(x) y y
(x x )(x x ) (x x )(x x )

(x x )(x x )
y

(x x )(x x )

- - - -
= + +

- - - -

- -
- -

1
2 3 1 3

2
1 2 1 3 2 1 2 3

1 2
3

3 1 3 2

(x x )(x x ) (x x )(x x )
P(x) y y

(x x )(x x ) (x x )(x x )
(x x )(x x )

y
(x x )(x x )

- - - -
= + +

- - - -

- -
- -

1
2 3 1 3

2
1 2 1 3 2 1 2 3

1 2
3

3 1 3 2

(x x )(x x ) (x x )(x x )
P(x) y y

(x x )(x x ) (x x )(x x )
(x x )(x x )

y
(x x )(x x )

- - - -
= + +

- - - -

- -
- -

1
2 3 1 3

2
1 2 1 3 2 1 2 3

1 2
3

3 1 3 2
این رابطه به »فرمول درون یابي لاگرانژ« معروف است.

براي مثــال، چندجمله اي که از نقطه هــاي )1،14(، )2،17( و 
)3،24( مي گذرد، عبارت است از:

(x )(x ) (x )(x )P(x)
( )( ) ( )( )

(x )(x )
( )( )

(x x ) (x x ) (x x )

x x x x x x

x x

- - - -
= × + ×

- - - -
- -

+ ×
- -

= - + - - + + - +

= - + - + - + - +

= - +

2 2 2

2 2 2

2

2 3 1 314
1 2 1 3 2 1 2 3
1 217 24

3 1 3 2
7 5 6 17 4 3 12 3 2
7 35 42 17 68 51 12 36 24
2 3 15

(x )(x ) (x )(x )P(x)
( )( ) ( )( )

(x )(x )
( )( )

(x x ) (x x ) (x x )

x x x x x x

x x

- - - -
= × + ×

- - - -
- -

+ ×
- -

= - + - - + + - +

= - + - + - + - +

= - +

2 2 2

2 2 2

2

2 3 1 314
1 2 1 3 2 1 2 3
1 217 24

3 1 3 2
7 5 6 17 4 3 12 3 2
7 35 42 17 68 51 12 36 24
2 3 15

(x )(x ) (x )(x )P(x)
( )( ) ( )( )

(x )(x )
( )( )

(x x ) (x x ) (x x )

x x x x x x

x x

- - - -
= × + ×

- - - -
- -

+ ×
- -

= - + - - + + - +

= - + - + - + - +

= - +

2 2 2

2 2 2

2

2 3 1 314
1 2 1 3 2 1 2 3
1 217 24

3 1 3 2
7 5 6 17 4 3 12 3 2
7 35 42 17 68 51 12 36 24
2 3 15

(x )(x ) (x )(x )P(x)
( )( ) ( )( )

(x )(x )
( )( )

(x x ) (x x ) (x x )

x x x x x x

x x

- - - -
= × + ×

- - - -
- -

+ ×
- -

= - + - - + + - +

= - + - + - + - +

= - +

2 2 2

2 2 2

2

2 3 1 314
1 2 1 3 2 1 2 3
1 217 24

3 1 3 2
7 5 6 17 4 3 12 3 2
7 35 42 17 68 51 12 36 24
2 3 15

(x )(x ) (x )(x )P(x)
( )( ) ( )( )

(x )(x )
( )( )

(x x ) (x x ) (x x )

x x x x x x

x x

- - - -
= × + ×

- - - -
- -

+ ×
- -

= - + - - + + - +

= - + - + - + - +

= - +

2 2 2

2 2 2

2

2 3 1 314
1 2 1 3 2 1 2 3
1 217 24

3 1 3 2
7 5 6 17 4 3 12 3 2
7 35 42 17 68 51 12 36 24
2 3 15

بنابراین با وجود ســه نقطــه، چندجمله اي کــه از این نقطه ها 
مي گذرد، از درجة دوم است.

در حالت کلي، اگر t نقطه به شکل زیر داشته باشیم:

t t(x , y ), (x , y ), (x , y ),...., (x , y )1 1 2 2 3 3

طبــق فرمول درون یابي لاگرانژ، چندجمله اي از درجة t-1 که از 
این نقطه ها عبور مي کند، عبارت است از:

t

t

t

t

t

t t t t

(x x )(x x )...(x x )
P(x) y

(x x )(x x )...(x x )
(x x )(x x )...(x x )

y
(x x )(x x )...(x x )

(x x )(x x )...(x x )
... y

(x x )(x x )....(x x )
-

-

- - -
=

- - -

- - -
+

- - -

- - -
+ +

- - -

2 3
1

1 2 1 3 1

1 3
2

2 1 2 3 2

1 3 1

1 3 1

t

t

t

t

t

t t t t

(x x )(x x )...(x x )
P(x) y

(x x )(x x )...(x x )
(x x )(x x )...(x x )

y
(x x )(x x )...(x x )

(x x )(x x )...(x x )
... y

(x x )(x x )....(x x )
-

-

- - -
=

- - -

- - -
+

- - -

- - -
+ +

- - -

2 3
1

1 2 1 3 1

1 3
2

2 1 2 3 2

1 3 1

1 3 1

t

t

t

t

t

t t t t

(x x )(x x )...(x x )
P(x) y

(x x )(x x )...(x x )
(x x )(x x )...(x x )

y
(x x )(x x )...(x x )

(x x )(x x )...(x x )
... y

(x x )(x x )....(x x )
-

-

- - -
=

- - -

- - -
+

- - -

- - -
+ +

- - -

2 3
1

1 2 1 3 1

1 3
2

2 1 2 3 2

1 3 1

1 3 1

)t,n(4. طرحآستانهاي
 در یک طرح تســهیم راز آســتانه اي )t,n(، باید یک رمز را بین

n نفــر توزیع کرد، به طوري کــه با حضور حداقل t نفــر، رمز قابل 
دســتیابي باشــد. براي این کار، رمز را مقدار a0 در چندجمله اي زیر 

انتخاب مي کنیم:
t t

t tP(x) a x a x ..... a x a- -
- -= + + + +1 2
1 2 1 0

,i) است. اکنون اگر t نفر از  P(i)) و ســهم فرد با شمارة i، نقطة 
n نفر، سهم هاي خود را به مشارکت بگذارند، طبق فرمول درون یابي 
P(x) از  لاگرانژ که در بند 3 همین مقاله  آمده اســت، چندجمله اي
 ،a0 نوشــته شــده و از آن مقدار ثابت چندجمله اي، یعني t - 1 درجة

مشخص مي شود.
با توجه به اینکه در یک طرح آستانه اي )t,n(، حضور حداقل t نفر 
ضروري است، بنابراین تعداد گروه هاي با کمترین عضو که مي توانند 

رمز را کشف کنند، عبارت است از:
n n!
t t! (n t)!

 
=  × - 

نتيجه گيري

، به عنوان یک چندجمله اي  y ax b= + هر خط به معادلة 
 y ax bx c= + +2 درجة یک، با دو نقطه، هر سهمي به معادلة 
به عنوان یک چندجمله اي درجة دو، با ســه نقطه و به همین 
ترتیب، هــر چندجملــه اي از درجة t، بــا )t-1( نقطه از آن 
قابل دســتیابي است. این ویژگي ســاده، پایه و اساس یکي از 
بخش هاي مهم رمز با عنوان تســهیم راز است. در این مقاله، 
طرح هاي آســتانه اي تسهیم راز به شــکل )t,n( به طور کامل 
 t=2 و t=1 بررسي شــدند. در حالت هاي ابتدایي این طرح که
است، خط و سهمي به ترتیب اساس کار هستند و این مطالب 
نیز تا پایة دهم به طور کامل در کتاب هاي درسي آموزش داده 
شده اند. هر دانش آموز مي تواند با مطالعة طرح هاي تسهیم راز 

بیان شده، به اهمیت مطالب درسي در سطح عالي پي ببرد.

......................................................................................... پی نوشت ها   
1. Adi Shamir
2. George Blakley
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